* ok ok ok

=4 RICA~KIANDA

UNIVERSIDADE
E

LUANDA

REVISTA DE INOVAGAO E INVESTIGAGAO CIENTIFICA DA UNIVERSIDADE DE LUANDA

INTEGRAIS IMPROPRIAS: DEFINICAO, CALCULO E APLICACOES.
IMPROPER INTEGRALS: DEFINITION, CALCULATION AND APPLICATIONS

Dizolele Kiveka

Universidade de Luanda-Ipgest, Angola

E-mail: dizoleleidras@gmail.com.

ORCID: https://orcid.org/0009-0006-7624-090X

RESUMO

As integrais improprias constituem uma extensao do conceito de integral definida, permitindo
tratar situagdes em que os limites de integracdo sdo infinitos ou em que a fungdo integranda
apresenta descontinuidades ndo integraveis no intervalo considerado. Este artigo tem como
objectivo analisar, numa perspectiva de revisdo bibliografica, os fundamentos teodricos das
integrais improprias, os principais métodos de calculo e as suas aplicagdes em diferentes areas
do conhecimento, como a fisica, a engenharia e a teoria das probabilidades. A metodologia
adoptada baseia-se na analise critica de literatura cldssica e contemporidnea em calculo
matematico. Os resultados evidenciam que as integrais improprias desempenham um papel
fundamental na modelagdo de fendmenos reais, sendo indispensaveis na formagao matematica
no ensino superior. O artigo retine num percurso didctico os fundamentos, exemplos de calculo
e contextos de aplicacdo, assinalando também erros conceptuais que podem orientar

investigagdes futuras.

Palavras-chave: Integrais improprias; célculo integral; convergéncia; visualizacdo grafica;

aplicagdes.
ABSTRACT

Improper integrals constitute an extension of the concept of the definite integral, allowing the treatment of
situations in which the limits of integration are infinite or in which the integrand function presents non-

integrable discontinuities over the interval considered. This article aims to analyse, from a bibliographic
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review perspective, the theoretical foundations of improper integrals, the main methods of computation,
and their applications in different areas of knowledge, such as physics, engineering, and probability
theory. The adopted methodology is based on the critical analysis of classical and contemporary literature
in mathematical calculus. The results show that improper integrals play a fundamental role in the
modelling of real phenomena and are indispensable in mathematical education at the higher education
level. The article brings together foundations, worked examples and application contexts in a didactic

sequence and identifies conceptual errors that may guide future research.

Key words: Improper integrals; integral calculus; convergence; graphical visualization;

applications.
1. INTRODUGAO

O célculo integral constitui uma das ferramentas fundamentais da Matematica, permitindo estudar areas,
volumes, trabalho, energia, acumulagéo de grandezas e diversos fenémenos que variam continuamente.
No entanto, nem todas as situagbes podem ser tratadas directamente através da integral definida de
Riemann em intervalos fechados e limitados, com fungdes limitadas. Existem problemas em que o
intervalo de integrag&o € infinito ou em que a fungao integranda se torna ilimitada num ponto do intervalo.

Nestes casos, recorre-se ao conceito de integral impropria.

O estudo das integrais improprias surge no contexto do calculo integral, desenvolvido por Isaac Newton
(1642-1727) e Gottfried Leibniz (1646-1716). Nos séculos XVII e XVIIl, matematicos como Euler e
Cauchy enfrentaram situagdes em que o calculo de areas ou comprimentos envolvia limites infinitos ou
funcdes que se tornavam ilimitadas. Cauchy (1789-1857) formalizou a ideia de integral definida com limite

de somas, 0 que abriu espago para lidar com integrais em situagdes improprias.

As integrais improprias ocorrem naturalmente no estudo da Anélise Matemética quando se procuram
calcular areas, volumes, comprimentos, fluxos ou outros valores associados a fungdes que nao séo
integraveis no sentido classico de Riemann, seja porque o intervalo de integragdo € infinito, seja porque

a fungéo apresenta descontinuidades ou divergéncias dentro do dominio de integragao.

Num contexto de crescente complexidade dos problemas sociais e tecnoldgicos, torna-se fundamental
que os estudantes do ensino superior desenvolvam competéncias matematicas que lhes permitam

interpretar e modelar situagoes reais.
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A importancia do tema é simultaneamente matematica, cientifica e pedagogica. Na Fisica, as integrais
impréprias surgem no calculo do trabalho realizado por forgas ao longo de disténcias ilimitadas e na
analise de sinais. Na Engenharia, aparecem em transformadas integrais € em modelos de sistemas
dindmicos. Na Probabilidade e na Estatistica, permitem calcular probabilidades e valores esperados de
variaveis continuas definidas em dominios ilimitados. Na Economia, podem representar fluxos continuos
de rendimentos descontados ao longo de um horizonte temporal infinito (Chiang & Wainwright, 2005;
Kreyszig, 2011; Oppenheim & Willsky, 1997).

Apesar da sua importancia, diversos estudos evidenciam dificuldades na compreenséo deste conceito
por parte dos estudantes, particularmente no que diz respeito a nogao de limite e a distin¢éo entre
convergéncia e divergéncia (Tall, 1992). A visualizagdo gréfica e a coordenagdo de diferentes
representacdes podem apoiar essa compreenséo, desde que ndo substituam a justificacdo analitica
(Duval, 1999).

Assim, este artigo tem como objectivo analisar, com base numa revisao bibliografica, a definicao, os
meétodos de calculo e as aplicagdes das integrais improprias, destacando a sua relevancia no contexto

da realidade social e do ensino superior.

O contributo do artigo é de natureza didactica e de sintese: reune definicbes, exemplos e aplicagdes num

percurso que parte da formalizagdo matematica e termina na interpretagéo de situagdes reais.

Depois desta introdugéo, apresenta-se a metodologia, seguindo-se a sintese dos resultados da reviséo,

a discussao das implicagdes teoricas e pedagdgicas e, por fim, as conclusdes.
2. METODOLOGIA

O presente estudo adopta uma metodologia de revisdo bibliogréfica, com caracter qualitativo e
exploratério. Foram analisadas obras classicas de calculo e analise matematica, bem como estudos na
area da educagao matematica e aplicagdes das integrais improprias em contextos reais. A selec¢do das
fontes teve em consideracéo quatro critérios: relevancia para a defini¢do e classificagcdo das integrais
improprias; apresentacdo de métodos de célculo e critérios de convergéncia; utilizagdo do conceito em
areas aplicadas; e contributo para a compreensao dos desafios de aprendizagem no ensino superior.

Foram consideradas obras classicas e manuais de referéncia mencionados na bibliografia do artigo,

nomeadamente Apostol (1967), Anton et al. (2014), Bartle e Sherbert (2011), Kreyszig (2011), Rudin
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(1976) e Stewart (2016), bem como textos sobre visualizagéo e aprendizagem matematica, como Duval
(1999) e Tall (1992).

A analise centrou-se em trés dimensdes principais: definicdo e classificagdo das integrais improprias,
métodos de calculo e critérios de convergéncia e aplicagdes. Em cada dimens&o, procurou-se comparar
as definigdes, identificar procedimentos recorrentes e seleccionar exemplos que evidenciassem a

diferenga entre convergéncia e divergéncia.
3. RESULTADOS
3.1. Conceito e Definigao formal

Através da integral definida é possivel calcular a &rea de uma regido plana delimitada por curvas, desde

que as mesmas sejam continuas e definidas em intervalos fechados e limitados.

Por exemplo, a area da regido S delimitada pela curva f(x) = 1 — x? e o eixo x, pode ser obtida

através da integral definida f_ll(l — x?)dx.

1.0 1

0.5 1

0.0

—1.0 1

=1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 10 15

Figura 1- Grafico da fungdo f (x) = 1 — x?2, definida em [1, 1]
Fonte: Elaboragao propria (2026)

Entretanto, em diversas aplicagdes € necessario calcular a area de uma regido que se estende
indefinidamente para direita ou para a esquerda ao longo do eixo das abscissas, como também a area
de uma regido que se estende indefinidamente na diregéo do eixo das ordenadas.
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Por exemplo, a integral que permite calcular a &rea sob a curva y = = 2 direita de x = 1, é um caso

em que o dominio da fungao € infinito.

1.0 7

0.8

0.6 -

0.4 4

0.2

0.0

Figura 2- grafico da fungéo f (x) = xiz , definida em [1, +oo

Fonte: Elaboragéo prépria (2026)

+oo 1

A 4rea A para este caso é: A = | s dx.

1

Constata-se que no limite superior desta integral aparece oo (infinito). Esta integral € chamada de integral

impropria.

As integrais impréprias s&o definidas como limites de integrais definidas, sendo classificadas
essencialmente em dois tipos: integrais com limites infinitos e integrais de fungdes ndo limitadas (Apostol,
1967). Esta defini¢éo baseia-se no conceito fundamental de limite, que permite estender o calculo integral

a situagdes nao convencionais.

Do ponto de vista analitico, a questao central associada as integrais improprias € a sua convergéncia.
Uma integral impropria converge se o limite que a define existir e for finito; caso contrério, diverge (Bartle
& Sherbert, 2011).
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Para a andlise da convergéncia, sdo frequentemente utilizados critérios como o critério de comparagao
e o critério do limite, os quais permitem estabelecer relagdes entre fungdes de comportamento
semelhante (Rudin, 1976).

No contexto aplicado, estas integrais assumem particular importancia na modelagéo de fenémenos com
dominios infinitos ou com comportamentos extremos. Por exemplo, na economia, séo utilizadas para
descrever distribui¢des de probabilidade com caudas pesadas, como a distribuigdo de Pareto, associada
a desigualdade de rendimento (Piketty, 2014). Na engenharia, surgem no calculo de probabilidades e na

analise de sistemas de fiabilidade (Kreyszig, 2011).

Do ponto de vista pedagdgico, a compreensao das integrais improprias exige uma transicdo do
pensamento algoritmico para o pensamento analitico, o que constitui um desafio significativo para muitos
estudantes (Tall, 1992). A literatura em educagdo matematica defende a necessidade de integrar
aplicagdes praticas e contextos reais no ensino, de forma a promover uma aprendizagem mais

significativa e contextualizada (Skovsmose, 2001).

As integrais improprias, sem sombra de duvidas, tém como objetivo ampliar os conceitos de integragao

definida para permitir intervalos infinitos de integragao (Anton et al., 2014, p. 547).

3.2. Tipos de Integrais Improdprias e Calculo

As integrais improprias dividem-se em duas grandes categorias e sao calculadas através de limites. Se

o limite existir, entdo é o valor da integral impropria.

1. Integrais Improprias de Intervalo Infinito ou de primeira espécie:
Ocorrem quando o intervalo de integragao € ilimitado.

e Se f(x) é continuaem [a, +oof, entdo:
[77fGodx = lim_[7fGdx 0

e Se f(x) é continua em |—oo, b], entao:
2 fdx = lim [7f(x)dx @

e Se f(x) écontinua ]—oo, +oo[, entdo:
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j_:of(x)dx = j_coof(x)dx + J:oof(x)dx

= a]_i)gqoo fac fx)dx + bl_i)rpoo 1) Cb f(x)dx
(3)

Onde ¢ € um numero real qualquer.

2. Integrais Impréprias com fungées nao limitadas ou de segunda espécie:

Ocorrem quando a fungao diverge num ponto do intervalo.

e Se f(x) écontinua em [a, b[ e descontinua em b, entdo:

[y fOOdx = lim [ f()dx (4)
e Se f(x) é continua em ]a, b] e descontinua em a, ent&o:
[y fOOdx =1im [ f(x)dx 5)

e Se f(x) tiver uma descontinuidade em c, onde a < ¢ < b, e ambas as integrais improprias
fac f(x)dx e fcb f (x)dx forem convergentes, entdo definimos:
b b
[, f@dx = [, fx)dx + [ f(x)dx 6)
Em todos os casos se o limite existir dizemos que a integral imprépria converge para o valor do

limite e que este representa o valor da integral. Caso o limite ndo exista, dizemos que a integral

impropria € divergente.
Exemplos de resolucao:

. . +oo 1 . .
a) Determine se a integral f 1 dx é convergente ou divergente.

Resolugéo:

Segundo a defini¢ao, temos:

+o00 b
j —dx = lim | —dx = lim In|x|? = lim (Inb—In1) = lim Inb = o
1 X b—oo 1 X b—>+oo b—>+oo b—+o0

. ~ . ’ . . . . P +o0 1 ;g
O limite ndo existe como um numero finito e, assim, a integral impropria [ A dx é divergente.
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1.0 A

0.8

0.2 1

0.0

o 2 a 6 8 10
Figura 3 - Gréfico da fungdo f (x) = i , definida em [1, +oo[

Fonte: Elaboragéo prépria (2026)

b) Calcule:

J-+oo dx
» 1+ x?

Resolugéo:

E conveniente escolher ¢ = 0:

J‘+°° dx _fo dx +j+°° dx
w 1+x2 ) 14x2 ), 1+4+x2

. 0 dx . b dx

- al_l)r_noo Ia Tz blirfw IO 1+x2

= lim [Arctgx]? + lim [Arctgx]b
a—>—oo -+

= lim [-Arctga] + blirP [Arctgb]
a——0oo —+ 00

= 1 ( convergente)
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1.0 1
o8 4
0.6
.49
0.2 4
0-0 u T T T T T T T
—10.0 -7.5 —5.0 —-2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
Figura 4 - Gréfico da fungéo f (x) = ﬁ , definida em ]—oo, +oo[
Fonte: Elaborado pelo autor (2026)
c) Encontre f25 xl_z dx.

Resolugéo:

Observamos primeiro que a integral dada é imprdpria, porque f(x) = % tem uma descontinuidade

=
no ponto x = 2.

25
20 4
15 A

10 +

o 1 2 3 4 5

Figura 5 — Grafico da fungéo f (x) = \/% definida em 2, 5]

Fonte: Elaborado pelo autor (2026)

Como a descontinuidade infinita ocorre no extremo esquerdo de [2, 5], teremos:
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5 dx 5 dx 5
—=limj — =lim[2Vx = 2] =1im2(V3-va-2)=2V3
s Vx—2 a2, \x=2 H[ a  a-2 ( )

Entdo, a integral impropria dada € convergente e, como o integrando € positivo, pode-se

interpretar o valor da integral como a area da regido sombreada.

3.3. O Papel da Visualizagao Grafica

A visualizagéo grafica surge como uma ferramenta de mediagé@o que aproxima o raciocinio formal do

significado geométrico subjacente.

A visualizagdo grafica ajuda a compreender a convergéncia e a divergéncia das integrais improprias,
tornando visivel o comportamento das fungdes. Ferramentas digitais, como GeoGebra, Desmos e
Calculadoras cientificas permitem criar simulagdes dinamicas que reforgam a intuigdo (Keller & Hirsch,
1998).

A visualizagdo deve, no entanto, ser acompanhada de uma justificacdo analitica. Um gréfico com escala
finita ndo permite, por si s6, demonstrar o comportamento de uma fungao até ao infinito ou junto de uma

singularidade.

A coordenagéo entre representacdes grafica, algébrica e verbal pode favorecer a compreenséo dos

conceitos.

Como implicagdo pedagdgica, segundo Duval (1999), a inclusdo de representacdes graficas no ensino
das integrais impréprias permite a coordenagdo de diferentes registros e promove uma aprendizagem

mais significativa e menos mecanista.
3.4. Aplicagdes em diferentes areas

Embora o seu estudo seja frequentemente apresentado de forma tedrica, as suas aplicagdes sdo vastas

e fundamentais em vérias areas do conhecimento cientifico e tecnoldgico.

a) Aplicagdes na Fisica
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Na Fisica, as integrais improprias sdo essenciais para descrever fendmenos que se estendem ao infinito

ou que apresentam singularidades.

e Trabalho e energia em campos de forga
Em campos de for¢a como o campo gravitacional ou o campo eléctrico, a forga pode decrescer com a
distancia, mas nunca se anula completamente. O trabalho realizado por uma forga ao deslocar uma
particula desde um ponto até ao infinito é frequentemente expresso por uma integral impropria do tipo:
W= f:oo F(x)dx (7)
Por exemplo, no caso da gravitagdo newtoniana, a forga € inversamente proporcional ao
quadrado da distancia, conduzindo a integrais improprias convergentes, o que justifica
matematicamente a nogao de energia potencial finita (Stewart, 2016).
e Ondas e sinais
Na teoria das ondas e no processamento de sinais, a energia total de um sinal continuo f(t) é

dada por:
E=["71f(®)ldt, @

uma integral imprépria fundamental para distinguir sinais de energia finita de sinais de poténcia
(Oppenheim &Willsky, 1997).

b) Aplicagdes na Engenharia

o Andlise de sistemas e controlo
Em engenharia de sistema e controlo automatico, a transformacao de Laplace, amplamente
utilizada para resolver equacgdes diferenciais, baseia-se numa integral impropria do tipo:

LY = [ et f(B)dt (9)

A convergéncia desta integral é crucial para garantir a estabilidade dos sistemas dindmicos modelados
(Kreyszig, 2011).

c) Aplicagdes na Probabilidade e Estatistica
e Fungéo densidade de probabilidade

Muitas distribuices probabilisticas importantes s&o definidas em intervalos infinitos. Um exemplo

classico € a distribuicdo normal, cuja fun¢éo densidade é:

168
RICAKIANDA | VOL. 02., N°01, MAL., 2026 | WWW.REVISTAS.UNILUANDA.AO



* ok kK

22 RICASKIANDA

UNIVERSIDADE
E

s REVISTA DE INOVACAO E INVESTIGACAO CIENTIFICA DA UNIVERSIDADE DE LUANDA
LUANDA
1 _(-w)?
flx) = Norookd 20% (10)

A condicgo:

o Esperanca matematica
O valor esperado de uma variavel aleatdria continua é calculado através de integrais improprias,
sempre que o dominio € infinito ou a fun¢do n&o é limitada, o que tem aplicagdes directas em

economia, seguros e ciéncias actuariais.
d) Aplicagdes na Economia e Ciéncias Sociais

Na Economia, as integrais improprias surgem no estudo de modelos de crescimento e avaliagéo
de fluxos financeiros ao longo do tempo.
Quando se considera um fluxo continuo de rendimentos ao longo de um horizonte temporal

infinito, o valor actual € dado por:
V= [ "R(tetdt, (11)
Onde r é a taxa de desconto. A convergéncia da integral indica se o investimento é

economicamente viavel (Chiang & Wainwright, 2005).

A andlise da literatura evidencia que as integrais improprias sdo fundamentais tanto do ponto
de vista tedrico como aplicado. No entanto, o seu ensino requer estratégias especificas que

promovam a compreensdo conceptual, evitando abordagens exclusivamente algoritmicas.
4. DISCUSSAO

A revisao evidencia que o conceito unificador das integrais improprias € o limite. A classificagdo em
primeira e segunda espécie identifica a origem da dificuldade, mas né@o decide antecipadamente o
resultado: uma integral num intervalo infinito pode convergir, enquanto uma integral com uma
singularidade pode também ter valor finito. A convergéncia s6 pode ser estabelecida apds a formulagéo
correcta do limite e a sua avaliagdo. Os exemplos seleccionados tornam clara a diferenca entre

comportamento visual e comportamento analitico.
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Uma abordagem exclusivamente algoritmica pode levar o estudante a procurar primitivas sem
reconhecer que a questdo central é o limite. A sequéncia didactica deve, por isso, comecar pela
identificagdo da impropriedade, seguir com a escrita do limite, prosseguir com a integragéo e terminar
com a interpretacdo do resultado. A resposta deve incluir néo s o valor calculado, mas também a

conclus&o explicita sobre convergéncia ou divergéncia.

A literatura sobre aprendizagem do calculo aponta para dificuldades na passagem entre procedimentos
simbdlicos e compreensdo conceptual (Tall, 1992). A utilizagdo de graficos, exemplos contrastantes e

explicagdes verbais pode ajudar a tornar visiveis as diferengas entre uma area finita e uma area ilimitada.

A perspectiva de Duval (1999) reforca a importancia da coordenagao entre registos de representacao.
N&o obstante, a visualizagdo ndo substitui a demonstragdo: uma imagem limitada ao ecré ndo comprova

o comportamento no infinito.

Do ponto de vista das aplicagdes, a convergéncia possui significado para além da técnica de célculo. Na
teoria das probabilidades, garante a normalizagcdo de uma densidade; na analise de sinais, permite
avaliar a energia; na transformada de Laplace, determina os valores para os quais a representagéo
integral é valida; e em modelos economicos, esta relacionada com a existéncia de um valor actual finito.
Assim, ensinar a convergéncia como uma condi¢do de validade do modelo pode aproximar o conteudo

matematico dos problemas de Engenharia, Fisica, Estatistica e Economia.
5. CONCLUSAO

Este artigo apresenta uma abordagem sistematica ao estudo das integrais improprias,
explorando a sua origem, os diferentes tipos, métodos de calculo e algumas aplicagdes.
Mostrou-se que as integrais improprias ndo sdo apenas conceitos abstractos da Anélise
Matematica, mas uma ferramenta indispensavel para modelar fendmenos reais que envolvem o
infinito ou comportamentos singulares. A sua presenca transversal em areas como a Fisica,
Engenharia, Estatistica e Economia demonstra a sua relevancia cientifica e pedagogica,
justificando plenamente o seu estudo nos cursos superiores de Matematicas e areas afins.

A anélise mostrou também que a visualizagao grafica € um recurso didactico muito importante
para a construcdo de significados e para superagao de obstaculos cognitivos frequentemente

observados entre os estudantes do ensino superior.
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Investigagdes futuras poderao centrar-se na implementagéo de estratégias didacticas inovadoras e na

andlise do seu impacto na aprendizagem dos estudantes.
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